
 (*) . ¢ القسمة في – 6

 الكفاءات المستهدفة

 . إثبات أن عددا صحيحا يقسم آخر - 1

 . استعمال خواص قابلية القسمة - 2

 . استعمال خوارزمية إقليدس لتعيين القاسم المشترك الأكبر - 3
 . حل مشكلات بتوظيف خواص القاسم المشترك الأكبر - 4

 رس تصميم الد
 تعريف

 أنشطة

 الدرس

 تكنولوجيا الإعلام و الاتصال

 تمـاريـن و مشكــلات

الحـلــــــول



 : تعريف

 يهتم بخصائص الأعداد الصحيحة، سواء الرياضيات هو فرع من نظرية الأعداد

 كانت طبيعية أو نسبية، و تتضمن عدة مسائل مفتوحة سهلة الفهم، حتى بالنسبة لغير

 بصفة عامة، المجال الذي تدرسه هذه النظرية يهتم بفئة كبيرة من المسائل . المختصين

 اد إلى عدة نظرية الأعد من الممكن تقسيم . الأعداد الطبيعية دراسة التي تأتي من

 من فروع الرياضيات فهي فرع . نوع المسألة و مجالات حسب الطريقة المستعملة

 . عاتها الجبرية والتحليلية اص وعلاقات الأعداد الصحيحة وتوس تهتم بدراسة خو

 إلى جداء ( تدرس قابلية القسمة و الأولية و التحليل نظرية الأعداد ، عند الإطلاق

 و يوجد فروع أخرى . درس خواص التجزئة و ما قارب ذلك كما ت ). عوامل أولية
 التي تعتني باستعمال الطرق الجبرية لدراسة الأعداد نظرية الأعداد الجبرية نذكر منها

 ، و غير هذا عات الجبرية تسامية و نظرية التحليل في التوس و الأعداد الم الصماء

 حين ) الأعداد المركبة ( ل المركب وهي تستغل طرق التحلي نظرية الأعداد التحليلية و
 . دراسة بعض خواص الأعداد الأولية

 في هذا المجال، تدرس الأعداد دون اللجوء لتقنيات آتية من : المبرهنة البدائية للأعداد

 مسألة قابلية القسمة ، خوارزمية إقليدس تمكن من حساب . فروع أخرى للرياضيات
 لى أعداد أولية ،البحث عن الأعداد المثالية القاسم المشترك الأكبر ، تفكيك الأعداد إ

. والتقريب تنتمي لهذا المجال

http://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA


 : أنـشـطــة

 النشاط
 h حيث l و قاعدتها مربعة طول ضلعها h علبة على شكل متوازي مستطيلات ارتفاعها B لتكن
 h < l عددان طبيعيان غير معدومين مع l و

 . دون ترك أي فراغ ) عدد طبيعي غير معدوم a ) a بمكعبات حرف كل منها B نريد ملأ العلبة

h 380 و l = 240 نفرض = . 

 . a ما هي أكبر قيمة ممكنة للعدد ­ 1

 . a ما هي القيم الممكنة للعدد ­ 2

 الـــحـــل
 : a تعيين أكبر قيمة ممكنة للعدد ) 1

 h يقسم a : ت إذا وفقط إذا كان يتم ملأ متوازي المستطيلات بالمكعبا
 . معا l و

 ) PGCD h ; l ( : هي a وعليه أكبر قيمة للعدد

a = PGCD (380 : إذن ; 240 ) 
4 240 = 2 3 5 × 2 = 2 380 و × 5 19 × × 

PGCD (380 ; 240) = 2 2 : وعليه 5 = 20 × 
 a وعليه القيم الممكنة للعدد 20 هي قواسم العدد a القيم الممكنة للعدد ) 2

. 20 ٬ 10 ٬ 5 ٬ 4 ٬ 2 ٬ 1 : هي



 : الــــدرس

 : تعريف ­ 1
 إذا وفقط إذا وجد x أنه يقسم العدد الصحيح α نقول عن عدد صحيح

 = : بحيث q عدد صحيح q x α 
/ ونكتب اصطلاحا α مضاعف x ونقول أيضا أن x α . 

 : أمثلة

3 = 2007 : لأن 2007 يقسم 3 669 × 
 (­977)(­2) = 1954 : لأن 1954 يقسم (­2)

 . يقسم كل الأعداد الصحيحة 1

 . لا يقسم أي عدد صحيح غير معدوم 0

 . 5q = 1962 : بحيث q ه لا يوجد أي عدد صحيح لأن 1962 لا يقسم 5

 : 1 مبرهنة
,   , γ β α عددان صحيحان . 

 . γ يقسم α فإن γ قاسما للعدد β و كان β العدد α إذا قسم العدد

 : البرهان
 . . . (1) 1 : بحيث q 1 يوجد عدد صحيح : وهذا يكافئ β يقسم α لدينا  = q β α . 

 q 2 د عدد صحيح و وج : وهذا يكافئ γ يقسم β ولدينا
 . . . (2) 2 : بحيث  = q γ β 
2 : نجد ) 2 ( و ) 1 ( من 1 = (q q ) γ α وعليه يوجد عدد صحيح q 

2 : بحيث 1 (q = q  . q )   = q γ α وهذا يكافئ α يقسم γ . 

: 2 مبرهنة
,   , γ β α إذا قسم العدد . أعداد صحيحة α العدد x فإن α يقسم x β . 

 : البرهان
 = 1 : بحيث q 1 د عدد صحيح و وج : و هذا يكافئ x سم يق α لدينا q x α 
) = 1 : ومنه ) q x β αβ وعليه يوجد عدد صحيح q بحيث : 

=  q x β α وهذا يكافئ : α يقسم x β .



 : 3 مبرهنة
,   , x β α أعداد صحيحة . 

 . x β يقسم αβ فإن العدد x العدد α إذا قسم العدد
 : البرهان
 q يوجد عدد صحيح : و هذا يكافئ x يقسم α لدينا
 = : بحيث q x α و بالتالي : = ( )q x β αβ 

) = : بحيث q ومنه يوجد عدد صحيح )q x β αβ 
 . x β يقسم αβ : وعليه
 : 4 مبرهنة

y ,   , b , a , x α أعداد صحيحة . 
 b و a كل من العددين الصحيحين α إذا قسم العدد
ax : فإنه يقسم = by 

 : البرهان
 . by و ax يقسم α فإن ) 1 ( وحسب المبرهنة b و a يقسم α لدينا

2 ومنه يوجد عددان صحيحان 1 q   : بحيث q و

1 a  =  q x α 2 و by =  q α 1 : إذن 2 a  + by =  q  +  q x α α 
1 : وعليه 2 a  + by =  (q  + q ) x α 1 : بوضع 2 q  + q  = q 
a : نجد  + by =  q x α ومنه : α يقسم a  + by x . 

 : 5 مبرهنة
a و b عددان صحيحان . 
a يقسم b و b يقسم a تكافئ a = b أو a = ­b . 

 : البرهان
a تقسم b 1 يوجد عدد صحيح : تكافئ k 1 : بحيث b = a . k 
b تقسم a 2 يوجد عدد صحيح : تكافئ k 2 : بحيث b = a . k 

1 : وعليه 2 b = b . k k 1 وهذا يكافئ 1 k  . k  = 1 
k 1 إما : وعليه k 2 و 1 =   = 1 

k 1 أو k 2 و ­1 =   a = ­b أو a = b : وعليه ­1 = 

 : ملاحظة
 . ­ 1 و 1 هما Z قاسمان فقط في 1 للعدد
. ­ 1 و 1 هما Z قاسمان فقط في ­ 1 للعدد



 : Z دية في القسمة الإقلي ­ 2
 : ¥ دية في ي القسمة الإقل ­ أ

 : مبرهنة
b حيث b و a من أجل كل عددان طبيعيان  توجد ثنائية وحيدة ≠ 0

(q ; r) حيث : r , q عددان طبيعيان . 

0 و a = bq + r : بحيث r < b ≤ . 

 : البرهان

 r هو بالتعريف العدد الطبيعي b على العدد a باقي قسمة العدد : الوجود

– a : بحيث يكون r مضاعف للعدد b 0 و r < b ≤ 

 : بحيث q وعليه يوجد عدد طبيعي
a ­ r = qb 
0 r < b 
 
 ≤  

 : إذن
a = bq + r 
0 r < b 
 
 ≤  

q) و (q;r) نفرض وجود ثنائيتين : الوحدانية ;r ) ′  : بحيث ′
a = bq + r 
0 r < b 
 
 ≤  

 و

a = bq  + r 
0 r  < b 

′ ′  
 ′ ≤  

bq + r = bq : و منه  + r ′ ′ 

r­ r منه = b(q ­q) ′  ) 2 ...( b عف للعدد مضا ′r­ r ه من و ) 1 ...( ′

 : من جهة أخرى لدينا
0 r < b 
0 r  < b 
≤  

 ′ ≤  
 و منه

0 r < b 
­b ­r   0 
≤  

 ′ < ≤  
 : و بالجمع نجد

­b < r­ r < b ′ )... 3 ( 

r­ r نجد أن ) 3 ( و ) 2 ( من  هذا و ) 0 هي - b و b المحصورة تماما بين b مضاعفات .( ′ 0 =

b(q ينتج ) 1 ( و حسب . ′r = r يعني أن ­q)=0 ′ 
b و بما أن  . ′q = q فإن ≠ 0

 : Z في الإقليدية القسمة - ب

 : مبرهنة

b حيث a و b من أجل كل عددان صحيحان  توجد ثنائية و حيدة ≠ 0

(q ; r) ٬ ) a و r حيث ) عددان صحيحان : 
a = bq + r 
0 r < b 
 
 ≤ 



 : البرهان

 )  . سبق البرهان ( عدد طبيعي a إذا كان •

q ( ) وعليه توجد ثنائية وحيدة ­a > 0 : فإن a < 0 إذا كان •  ; r ′ ′ 

 : بحيث
­a = bq  + r 
0   r  < b 

′ ′  
 ′ ≤  

r : فإذا كان a = b ( ) : فإن ′ 0 =   ­q′ وهو المطلوب . 

r : فإذا كان 0 ′  a = b ( ) : فإن ≠ ­q  ­ r ′ ′ 

 a = b ( ) : إذن ­q  ­ b + b ­ r ′  a = b ( ) : أي ′ ­q  ­ 1 + b ­ r ′ ′ 
r > 0 : حيث  < b ′ ومنه : ­b < ­r  < 0 ′ 
b ­ r > 0 : ومنه  < b ′ بوضع : b ­ r  = r ′ و ­q  ­ 1 = q ′ 

 : نجد
a = bq + r 
0  r < b 
 
 ≤  

 : 1 مثال
2007 = 208 9 + 135  :  b = 208  ,  a = 2007 × 

 q = 9 : وعليه  و r = 135 
 : 2 مثال

­1830 = 54 (­34) + 6  :  b = 54  ,  a = ­1830 
 r = 6 : ومنه  و q = ­34 

 : 3 مثال
b = 166   ,   a = ­1518 

­1815 = 166(­10) + 144 
 r = 144 : ومنه  و q = ­10



 : بيعيين القاسم المشترك الأكبر لعددين ط ­ 3
 : مجموعة قواسم عدد طبيعي ­ أ

 : تعريف
 . a D ز بالرم a نرمز إلى مجموعة قواسم العدد الطبيعي

D 1 { } : ولدينا مثلا  =  D 0 ؛ 1  = ¥ 
{ } 28 D  =  1 ; 2 ; 4 ; 7 ; 14 ; 28 

 : 1 ملاحظة

a D غير خالية لأن a 1 D ∈ من أجل كل عدد طبيعي a . 

 : 2 ملاحظة

a D تقبل أكبر عنصر وهو a إذا كان a 0 ≠ . 

 : القواسم المشترك لعددين طبيعيين - ب

 : تعريف

 . كل عدد يقسمها b و a ددين الطبيعيين نسمي قاسما مشتركا للع

a : هي b و a مجموعة القواسم المشتركة للعددين b D D ∩ 
 . a,b D ونرمز لها بالرمز

 : مثال

{ } 30,25 D  =  1 , 5 
a,0 : حالة خاصة a D  = D حيث : a   0 ≠ 

 : القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين غير معدومين - جـ

 : تعريف

a و b عددان طبيعيان غير معدومين . a,b D مجموعة قواسمهما 

 يسمى القاسم المشترك a,b D أكبر عنصر في المجموعة . المشتركة

 . PGCD (a ; b) : و نرمز له بالرمز b و a الأكبر للعددين

 : مثال

PGCD (30 ; 25) = 5



 : حالة خاصة

 أوليان فيما b و a نقول إن العددين PGCD (a ; b) = 1 إذا كان

 . بينهما

 : مثال

PGCD(28 , 9) = 1 28 نه و م أوليان فيما بينهما 9 و . 

 : البحث عن مجموعة القواسم المشتركة لعددين طبيعيين - د

a و b عددان طبيعيان غير معدومين نفرض a > b 

 : لدينا
0 

0 

a = bq + r 
0   r  < b 
 
 ≤  

 b وعليه فهو قاسم مشترك للعددين r 0 أي يقسم bq و a هو قاسم للعددين b و a كل قاسم للعددين

 . r 0 و

 ومنه a وعليه هو قاسم للعدد r 0 و bq هو قاسم مشترك للعددين r 0 و b كل قاسم مشترك للعددين

 . b و a فهو قاسم مشترك للعددين

 : ومنه
0 a,b b,r D  = D 

r 0 إذا كان • a,b : فإن 0 =  b,0 b D  = D  = D 
 هي مجموعة b و a إذن مجموعة القواسم المشتركة للعددين

 . b قواسم العدد

r 0 إذا كان • 0 : لدينا : ≠ 0 1 1 b = r q + r 1 ؛ 0 0   r  < r ≤ 
 : ويكون

0 0 1 b,r r ,r D  = D ومنه : 
0 1 a,b r ,r D  = D 

r 1 فإذا كان  : فإن 0 = 
0 a,b r D  = D 

r 1 وإذا كان  : لدينا مما سيق ≠ 0

0 a,b b,r D  = D 0 و 0 a = bq + r    ,  r  < b 

0 0 1 b,r r ,r D  = D 0 و 1 1 1 0 b = r .q + r    ,  r < r 

0 1 1 2 r ,r r ,r D = D 0 و 1 2 2 2 1 r  = r .q + r    ,  r < r 

p p+1 p+1 p+2 r ,r r ,r D = D و p p+1 p+2 p+2 p+2 p+1 r = r .q + r    ,  r < r



0 و بما أن البواقي 1 p+2 r  , r  , ... , r 
0 : قق تح 1 p+2 b > r  > r  > . . . > r  > . . . 

 . قسمة، على الأكثر، تحصل على باق معدوم b فإنه بعد إجراء

 . هو آخر باق غير معدوم r نفرض

 : وتكون لدينا
0 a,b b,r r,0 r D  = D  = . . . = D  = D 

 هو r وبما أن . r هي مجموعة قواسم العدد b و a مجموعة القواسم المشتركة للعددين : ونستنتج أن

 r D ر عنصر في أكب
 : وعليه PGCD (a ; b) = r : نستنتج أن

 : 1 مبرهنة

 القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين غير معدومين هو آخر باق غير معدوم للقسمات المتتابعة

 . المنجزة في خوارزمية إقليدس

 : 2 مبرهنة

 ن طبيعيين غير معدومين هي مجموعة مجموعة القواسم المشتركة عددي

 . قواسم قاسمها المشترك الأكبر

 : 1 مثال

 D 1260,440 ثم استنتج PGCD (1260 ; 440) عين
 : الحل

1260 = 440   2 + 360 × 
440 = 380   1 + 60 × 
380 = 60   6 + 20 × 
60 = 20   3 + 0 × 

 PGCD (1260 ; 440) = 20 : ومنه
1260,440 { } : ومنه 20 D  = D  =  1 , 2 , 4 , 5 , 10 , 20 
 : 2 مثال

2008 , 1954 عين القواسم المشتركة للعددين



 : الحل
 PGCD (2008 ; 1954) نبحث أولا عن •

2008 = 1954   1 + 54 × 
1954 = 54 + 36 + 10 

54 = 10   5 = 4 × 
10 = 4   2 + 2 × 
4 = 2   2 + 0 × 

 PGCD (2008 ; 1954) = 2 : ومنه
2008,1954 { } : وعليه 2 D  = D  =  1 , 2 
 . أوليان فيما بينهما 783 و 18641 العددين أن برهن : 3 مثال

 : الحل

 : PGCD (18641 , 783) عن نبحث

18641 = 783   23 + 632 × 
783 = 632   1 + 151 × 
632 = 151   4 + 28 × 
151 = 28   5 + 11 × 
28 = 11   2 + 6 × 
11 = 6   1 + 5 × 
6 = 5   1 + 1 × 
5 = 1   5 + 0 × 

 PGCD (18641 , 783) = 1 : إذن
 . أوليان فيما بينهما 783 و 18641 وعليه العددان

 : 3 مبرهنة

, b , a λ أعداد غير معدومة . 

) PGCD : لدينا a ;  b) =  PGCD (a ; b) λ λ λ



 n PGCD(a ; b) = r نفرض : البرهان
0 0 a = bq + r  , r  < b 

0 1 1 1 0 b = r q  + r   ,  r  < r 
0 1 2 2 2 1 r  = r q  + r   ,  r  < r 
n­2 n­1 n n n n­1 r  = r q  + r   ,  r  < r 
n­1 n n+1 r  = r  . q  + 0 

0 : وعليه 0 0 a = ( b) q  +  r   ,   r  <  b λ λ λ λ λ 
0 1 1 1 0 b = ( r ) q  +  r   ,   r  <  r λ λ λ λ λ 

0 1 2 2 2 1 r  = ( r ) q  +  r   ,   r  <  r λ λ λ λ λ 
n­2 n­1 n n n n­1 r  = ( r ) q  +  r   ,   r  <  r λ λ λ λ λ 

n­1 n n+1 r  = ( r ) q  + 0 λ λ 
)n PGCD : إذن a ;  b) =  r λ λ λ 

)PGCD : أي أن a ;  b) =  PGCD (a ; b) λ λ λ 
 : 4 مبرهنة

b , a ، عددان طبيعيان غير معدومين c قاسم مشترك لهما لدينا 

a b PGCD (a ; b) = c . PGCD   ; 
c c 

  
  
  

 : البرهان

 b = c . b : بوضع  و a = c . a ′  : نجد ′

PGCD (a ; b) = PGCD (ca  ; cb ) ′ ′ 
= c PGCD (a  ; b ) ′ ′ × 

a b = c PGCD   ; 
c c 

  ×   
 



 : 5 مبرهنة
c , b , a أعداد طبيعية غير معدومة . 

PGCD (a ; b) = c يكافئ 

a = c . a 
b = c . b 
PGCD (a  ; b ) = 1 

′  
 ′  
 ′ ′  

 : البرهان

 : فهذا يكافئ PGCD (a ; b) = c بما أن
a = c . a 
b = c . b 

′  
 ′  

PGCD (a ; b) = PGCD (c . a : ومنه  ;  c . b ) ′ ′ 
c = c . PGCD (a : ذن إ  ; b ) ′ ′ 

 : وعليه
c PGCD (a  ; b ) =   = 1 
c 

′ ′ 

 : وعليه

a = c . a 
b = c . b 
PGCD (a  ; b ) = 1 

′  
 ′  
 ′ ′  

 : مثال

 PGCD (a ; b) = 12 حيث b و a عين عددان طبيعيان
 a + b = 120 و

 : الحل

 : فإن PGCD (a ; b) = 12 بما أن

a = 12a 
b = 12b 
PGCD (a  ; b ) = 1 

′  
 ′  
 ′ ′  

12a : ومنه a + b = 120 لكن  + 12b  = 120 ′ ′ 
a)12 : أي  + b ) = 120 ′ a : وعليه ′  + b  = 10 ′ ′ 
• a = 1 و b  b = 108 و a = 12 : ومنه ′ 9 = 
• a b و ′ 3 =   b = 84 و a = 36 : ومنه ′ 7 = 

. 84 و 36 أو 108 و 12 وعليه العددان هما



 : تكنولوجيا الإعلام و الاتصال

 : 1 التطبيق

 عدوم الحصول على باقي وحاصل قسمة عدد صحيح على عدد طبيعي غير م

 : نستعمل الوظائف المعينة كالتالي البرنامج هو في الشاشة المقابلة ولتحريره

 نوافق ثم نسمي New نعين باللمسة ) 1

 . ثم نوافق MOD البرنامج مثلا

 نستعمل اللمسة Disp و Input للحصول على ) 2

I ثم / 0 . 

 . NUM ستعمل اللمسة            ثم ن )int للحصول على ) 3

 . نضغط اللمسة → للحصول على السهم ) 4

 . المجودة مع اللمسة TEST ستعمل اللمسة ن = صول على للح ) 5

 الموجودة مع QUIT للخروج من تحرير البرنامج نستعمل اللمسة ) 6

 : تطبيق البرنامج

 MOD ر الاسم ا خت ثم ن ضغط اللمسة ن ) 1

 . ثم نوافق EXEC في القائمة

 و نوافق A نوافق ثم نعطي قيمة ) 2

: و نوافق فيظهر B ثم نعطي قيمة



 : 2 التطبيق
 : التفكير بواسطة الحاسوب

 . عدد طبيعي n : مسألة

2 3 لتكن الأعداد 12 20 a n n = + + ، 2 b n = 3 و + 5 c n = + . 

 . c على a و باقي قسمة b على a نريد تعيين باقي قسمة

 . وضع تخمين بواسطة مجدول

 : أنجز ورقة المجدول الموالية بإتباع الخطوات التالية •

2 أحجز C 2 ، في الخلية = A2^2+12*A2+20*3 أحجز B 2 في الخلية • 2 A + = 

;2 ( ) أحجز D 2 لية ، في الخ 2 MOD B C = 2 ، في الخلية E 
*3 أحجز 2 5 A + = 2 ، في الخلية F 2 ( ) أحجز; 2 MOD B E = 

 . ثم أنقل إلى تحت B : 2 F 2 حدد الخلايا

. c على a و باقي قسمة b على a ضع تخمينا حول باقي قسمة •



 . البرهان

2 3 يقسم b أن أثبت • 12 12 n n + + . 

 . 8 يقسم b إذا و فقط إذا كان a يقسم b استنتج أن

 في كل حالة من الحالات الأخرى ؟ b على a ما هو باقي قسمة

3 ( )( ) تأكد أن • 5 2 10 a n n n = + + +  ؟ c على a ما هو باقي قسمة . +

 : الحل

2 2 ( ) ( ) : بما أن • 2 3 12 12 3 4 4 3 2 n n n n n + + = + + = + 

b 2 فان n = 2 3 قاسما لـ + 12 12 n n +  : ومنه +

b يقسم a 2 3 ( ) يقسم : معناه 12 12 a n n − +  8 يقسم b : أي +

 : هي b على a بواقي قسمة

 0 : فان الباقي هو ∋ n 6;2;0 { } أي ) ≤ b ∈ ) 2 b 8;4;2 { } إذا

 8 : فان الباقي هو < n 6 أي < b 8 إذا

 2 : فان الباقي هو ∋ n 4;1 { } إذا

 3 : فان الباقي هو = n 3 إذا

 1 : فان الباقي هو = n 5 إذا و

3 ( )( ) : بعد التحقق من أن • 5 2 10 a n n n = + + + + 

 0 : الباقي هو : = n 0 إذا

 2 : الباقي هو : = n 1 إذا

 1 : الباقي هو : = n 2 إذا

n 3 من أجل . + n 10 هو c على a فان باقي قسمة ≤


